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1 Uvod

1.1 Historie a pouziti

V ptirodnich i spolecenskych védach existuje mnoho obora, které fesi problém ¢lenéni
prostoru na oblasti. S timto problémem se 1ze setkat napf. pfi:
¢ studiu struktury vesmiru v astronomii
optimalizaci rozloZeni center spravy a obsluhy v oblastech (mésta, okresy, staty)
zjistovani organizace vyZzivy ZivociSnych a rostlinnych tkani
rozpoznavani a ovliviiovani mikrostruktury v Zivé a nezivé ptirodé
studiu rozloZeni ZivociSnych revird, sidlist’ a ekologickych nik.

Ve vsech téchto oblastech existuje kone¢nd mnozina center, jimzZ je pfifazena jista Cast
prostoru. Vysledkem je rozd€leni prostoru na systém oblasti — bun€k ¢i cel, vesmés témét
nebo uplné vypliujicich prostor a majicich spole¢né nejvyse své hranice. V tomto druhém
piipad¢€ déleni nazyvame teselaci (v roviné také mozaikou).

Nejjednodussi ptirozené déleni je zaloZzeno na vzdalenostech boda prostoru od center.
Vnitfek buniky je pak vytvofen témi body prostoru, které maji k danému centru bliZze nez
k centrim jinym; hranice bunky jsou tvofeny body, které jsou stejn¢ vzdaleny od vice center
— obr.1. Vzdalenosti nemusi nutné byt eukleidovské (napf. pti popisu obsluznosti v sidlisti
s pravouhlym systémem ulic), centra nemusi byt bodova (napi. u bun€k - povodi fek).
Eukleidovské vzdalenosti nad bodovymi centry generuji (obycejnou) Voronoiovu teselaci,
v obecnéjSich ptipadech se jedna o zobecnénou Voronoiovu teselaci.

Poprvé se myslenka vysSe popsaného déleni prostoru vyskytla vroce 1644 v
Descartesové praci ,,Le Monde de Mr Descartes, ou Le Trait¢ de la Lumiere®, ve které se
autor zabyval uspofadanim hmoty ve Slunecni soustav€. Jeji podrobnéjsi zpracovani
uskutecnili pfi studiu pozitivné definitnich kvadratickych ploch Dirichlet (1850) ve dvou- a
ttirozmérném piipadé¢ a Voronoi (1908) v d-rozmérném piipadé. Odtud se pro Voronoiovu
teselaci objevuji terminy Dirichletova mozaika i Voronoiuv diagram.
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Obr. 1 Uzemné-spravni clenéni Ceské republiky a Voronoiova teselace vytvorend generdtory
umisténymi v okresnich méstech.

Velmi brzy byly Voronoiovy teselace pouzity v krystalografii (Niggli, 1927),
Wignerem a Seitzem (1933) ve fyzikélni chemii (odtud termin Wignerovy-Seitzovy burky




pouzivany ve fyzice) a Thiessenem (1911); odtud termin Thiessenovy polygony
v meteorologii a geografii.

Vzhledem k tomu, Ze Voronoiovy teselace byly ,,objeveny* mnohokrat nezavisle na
sob&, miizeme se setkat 1 s pojmem potencialné vyuzitelna plocha, ktery zavedl Brown (1965)
jako ptirozenou oblast vyzivy stromt, nebo kapildrni doména, kterou zavedl Hoofd (1985) pti
studiu rozlozeni kapilar v fezu tkan¢ zasobované krvi a také oblast viivu v automatické
obrazové¢ analyze pfi zavadéni exoskeletu (Serra, 1982).

Od poloviny stoleti zacalo §ir§i vyuZzivani Voronoiovych teselaci i v socidlnich a
ekonomickych védach, zpocatku tzce navazujici na Hotellingovu (1929) praci z konce
dvacatych let. Od sedmdesatych let tohoto stoleti je mozné sledovat stale SirSi pouziti
Voronoiovych mozaik v pocitaCové grafice a zaroven rozsahlé studium jejich vlastnosti
pocitacovymi simulacemi. V posledni dobé se objevuji i prace vyuZzivajici teselaci pii popisu
sférolitli v polymerech (Huang, 1998). Publikovany byly jiz specidlni monografie vénované
teselacim (Okabe et al., 1992; Mgller, 1994), ptipadné jsou jim vénovany samostatné kapitoly
v knihach vénovanych konvexni geometrii (Gruber & Wills, 1993), stochastické geometrii
(Stoyan et al., 1995; Mecke et al., 1990; Saxl et al., 1995) a obrazové analyze (Serra, 1982).

Spolecnou vlastnosti vétSiny uvedenych piikladi vyuziti teselaci je, Zze se v nich
teselace zaloZené na pojmu vzdalenosti bodii prostoru od center (nejen bodovych) vhodnym
metodickym prostfedkem, nebot’ poskytuji soubornou informaci o zadané tfidé cest, po nichz
k transportu mize dochézet, ptipadné - pfi jejim vhodném vybéru - skute¢né¢ dochazi. V fadé
ptipadt pak formalné zavedena teselace s vEtsi ¢i mensi piesnosti odpovida teselaci skute¢né
(viz obr. 1); pfipadné rozdily mohou byt vyhodnoceny a stav optimalizovan zménou hranic
redlnych oblasti (napt. z obr. 1 je patrné, Ze obCané severovychodni a jithovychodni ¢asti
okresu AS maji blize do Chebu, nez do svého okresniho mésta). Pi feSeni problému optimalni
obsluznosti 1ze naopak ménit polohu center (prodejny, Skoly, zdravotni stiediska aj.) tak, aby
jim odpovidajici cely mély podobnou velikost i1 tvar. Dalsi ptiklady tohoto typu vyuziti
teselaci (ekonomické soutézeni) jsou uvedeny v odst. 4.4.

Zivd i nezivd piiroda je plna redlnych teselaci, tedy dobfe definovanych a
pozorovatelnych cel oddélenych skuteCnymi hranicemi. Pfitom teselace tvofené buikami
zivych tkani jsou zfeteln¢ optimalizované - maji velmi podobné tvary i rozméry a jejich
prostorové usporadani je pravidelné. Naproti tomu zrna polykrystalickych materiala, ktera
jsou produkty fazovych prechodil uskutecniujicich se ristovou aktivitou nukleacnich center,
maji znacnou tvarovou i rozmeérovou variabilitu, kterd odrdzi nepravidelné prostorové
rozmisténi zarodkd 1 moznou lokalni variaci rtistovych podminek.

Rozlozeni center v prostoru je tedy vychozi charakteristikou modelt teselaci v
pfirodnich i umélych materidlech a jeho rliznym variantdim je tfeba vénovat patfi€nou
pozornost. Proto je kap. 2 vé€novana modelim rozmisténi bodovych systémt v prostoru -
bodovym procesum. Centra mohou byt rozmisténa homogenné - v matematické terminologii
to znamena navzdajem nezavisle v ,,prazdném* eukleidovském prostoru a Poissonitv bodovy
proces je odpovidajicim modelem. Heterogenni prostorové rozmisténi bodl - center - miZe
byt jednak disledkem vzajemné interakce center (pfitazlivé a proto vytvarejici shluky -
shlukova pole - nebo odpudivé a proto zdola omezujici vzdalenost sousednich center — modely
s pevnym jadrem), interakce center s prostorovymi jevy odliSného charakteru (povrch, fazova
rozhrani) nebo diisledkem proménlivého vnéjsiho pole (teplotni ¢i koncentra¢ni gradienty).
Ideélni bodova rozmisténi a tedy i jim odpovidajici teselace prostoru jsou pravidelné: body
tvofi translacni miizku a vSechny cely jsou stejné velké a stejné orientovany: V redlnych
situacich se tento pfipad sice nikdy nevyskytuje, ¢asto je vSak Zadouci se mu co nejvice
ptiblizit (napf. rozlozenim zpeviujici faze v kompozitech). M4 tedy smysl studovat i
miizkoveé systémy ¢i systémy jim blizké (Booksteiniiv model a jim generovana teselace).



PredevSim pro vyuziti v materidlové oblasti jsou konstruovany ristové modely
teselaci, zavedené v odst. 1.2 a Siroce aplikovatelné pro popis kovovych polykrystali. Jejich
jednotliva riistova stadia (neuplné teselace) jsou ovsem vyuzitelné i pro popis ristovych stadii
fazi ve vSech typech materidll (sférolitické domény v tenkych polymernich vrstvach - Huang,
1998). Vyhledem k uzké souvislosti teselaci se sférickou kontaktni vzdalenosti (odst. 1.2) jich
lze vyuzit 1 pro vyrazné zjednoduseni pti modelovani transportnich podminek v kompozitnich
materidlech (napi. Pelikan et al. (1995a,b) nahrazuji ndhodné rozmisténi vlaken pravidelnou
miizkou vhodné modifikovanych vldken, pti ¢emz rozdéleni sférickych drah v kazdé cele jimi
generované pravidelné teselace je prakticky stejné jako v materidlu s ndhodné rozmisténymi
vlakny).

Nelze také opomenout vyuziti teselaci jako metody pro charakterizaci resp. klasifikaci
redlnych bodovych systémili, napt. referenénich bodl charakteristickych prvka
mikrostrukturnich obrazii pofizenych optickou ¢i elektronovou mikroskopii, jako jsou profily
¢1 projekce zpevinujicich disperznich Castic, dislokacni leptové dulky, dilky na snimcich
lomovych ploch atd. Vedle klasickych postupti prostorové statistiky, jako je metoda Ctvercii, a
metod stochastické geometrie (Stoyan et al.,1995; Saxl et al, 1995) poskytuje tzv.
polygonalni metoda rovnéz velmi spolehlivé a bezprostiedné interpretovatelné vysledky. Pfi
jejim pouziti je studovany bodovy systém nahrazen jim generovanou teselaci (obvykle
Voronoiovou) a na zaklad¢ jejich vlastnosti je provedena jeho klasifikace (viz napt. Besterci
et al., 1995). Proces ristu z nukleacnich center je ziejmé ovlivnén jejich sousedy; v bodovém
systému lze vSak obtizné urcit, kterd sousedni centra tento vliv skute¢né uplatni. Huang
(1998) navrhl za tyto sousedy povazovat generatory sousednich Voronoiovych cel dané
Voronoiovy cely a zjistil ,,topologickou autokorelaci; malé cely maji velké sousedy a
naopak. Jedna se ziejmé o jistou analogii zakona Aboavova-Weaireova (odstavec 1.3) pro
plochy.

Extrakce cel redlnych tfirozmérnych (3D) teselaci je velmi obtizna resp. vétSinou
nemozna a pii jejich pozorovani jsme odkazani na dvourozmérné (2D) tezy - profily,
zviditelnéné bud’ vyuzitim fyzikalnich rozdili cel (pozorovani v polarizovaném svétle) nebo
diky odliSnym vlastnostem jejich hranic (selektivni leptani). Je tedy nezbytné vedle
prostorovych teselaci studovat také teselace jimi indukované v roviné resp. na testovacich
piimkéach vedenych v rovinach fezl. Statistické odhady vlastnosti 3D objektti z jejich 2D ¢i
1D tfezii a 2D projekci tenkych vrstev jsou predméetem aplikované matematické discipliny -
stereologie. Jeji postupy pouzitelné pro teselace jsou rovnéz zahrnuty do kap. 3.

Mimotéadnou dilezitost maji pocitacové simulace, pii nichZz jsou soub&zné
konstruovany jak 3D teselace, tak i jejich ndhodné 2D a 1D fezy. Pak je mozné nalézt
numerickou souvislost mezi experimentalné stanovitelnymi 2D a 1D daty a charakteristikami
3D struktury, kterd je indukovala. Pfehled dosud ziskanych dat (teoretickych i stanovenych
obsahuje kap. 4.

Charakteristiky teselaci generovanych shlukovymi poli a procesy s pevnymi jadry jsou
dosud malo znamé; dil¢i vysledky jsou rovnéZ piipomenuty v kapitole 4, ale systematické
zpracovani a postizeni vlivu parametri shlukovych poli (velikost, pocetnost a usporadani
shluku) zatim chybi. Proto lze postihnout pouze smér odchylky zkoumaného bodového
systému i realné teselace od homogenity reprezentované Poissonovym bodovym procesem a
Poissonovou-Voronoiovou teselaci. Pro ptesnéjsi pfifazeni modelit dané realné situaci je tfeba
shromazdit reprezentativni soubor simulacemi ziskanych dat.

Snahy postihnout souvislosti mezi strukturou a vlastnostmi, dominujici zejména v
oblasti kompozitnich materialii, nalézeji v teselacich vyznamnou metodickou pomoc. Patrné
proto, ze struktura je velmi komplexni jev, ktery nelze postihnout uzkym vybérem nékolika
¢iselnych charakteristik typu velikosti zrna ¢i stfedni mezic¢asticové vzdalenosti. Prvni z nich



je navic obvykle nespravné charakterizovana poctem profili na 2D ¢i 1D indukovanych
teselacich (pfitom délka stfedni tétivy profilti neucuje pocet zrn, ale jejich celkovy povrch).
Stfedni mezicasticova vzdalenost (Underwood, 1970) ve skutecnosti viibec nezavisi na
rozmisténi Castic ani na jejich poctu, nybrz na jejich celkovém objemu a celkové velikosti
povrchu. At jiz teselace charakterizuji skutecné existujici cely (zrna, magnetické domény ¢i
jiné oblasti s riznymi fyzikalnimi oblastmi) nebo popisuji bodova centra disperznich ¢astic,
vzdy odrazeji vztah strukturnich prvki a prostoru, v némz jsou tyto rozmistény (jinymi slovy,
prostorové jevy jsou reprezentovany opét prostorovymi jevy pii plném respektovani jejich
stochastické povahy). To je jejich hlavni pfinos, ktery maji spolecny i s ostatnimi metodami
stochastické geometrie. Na typu materidlu pfitom nezalezi; dulezit¢ je pouze, zda ma
prostorovou vnitini strukturu.

1.2 Zakladni vlastnosti

Formalni definice cely V; obycejné Voronoiovy teselace generované konecnym Ci
spocetnym bodovym systémem P={x,,...x,} d-rozmérného eukleidovského prostoru,

2Sn<00,xl-¢x_,-,i¢j,ISi,an{e

VZ.IxDRd, , projii},

X —xl.” < Hx —X;
kde ||x|| je eukleidovska norma.

Sjednoceni vsech cel V; je obycejnd Voronoiova teselace a P je mnozina generatord.
Takto definovand Voronoiova cela je uzaviend mnozina a jeji vnitiek je definovan stejnou
rovnici s ostrym znaménkem nerovnosti.

Voronoiovu teselaci miizeme vytvofit také nésledujicim zptisobem: ozna¢me EY (x; x;)

poloprostor ohrani¢eny nadrovinou symetrie bodi x;, x; obsahujici bod x;. Potom prinik vSech
téchto poloprostorii obsahujicich bod x; je cela Voronoiovy teselace

V.= ﬂEf(xl.,xj).
J#i

Tteti zplsob generace Voronoiovy teselace z daného bodového systému je tzv. ristovy
model:

predpokladejme, Ze v Case ¢ = 0 za¢nou ze zarodku x; rist zrna konstantni izotropni rychlosti
v. Pfi tom rast zrna se lokalné zastavi v kazdém bodé, v némz se sousedni zrna dotknou.
Takto vznikla zrna opét vytvoii Voronoiovu teselaci; pokud by rychlost nebyla izotropni je to
zobecnénd Voronoiova teselace.
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Obr. 2 Riistovy model. Cas t roste zleva doprava. Vlevo t=0; vpravo t=co,

Jednotlivd stadia rlstu, v nichz bunky jest€¢ nevypliuji cely prostor, se nazyvaji
neuplné teselace (Muche, 1993). Tyto mezistupné uzce souviseji s dilezitou charakteristikou
prostorového rozmisténi bodl systému P - sférickou kontaktni vzdalenosti. Je definovana v
kazdém bodé xOR? jako o = min(jx—x,|, x, OP). Jeji distribuéni funkce F(x) = P(0 <) je

rovna objemovému podilu netplné teselace v ¢ase r=x/v (Muche, 1993; Saxl et al.,1995).




Dalsi zobecnéni dostaneme ptredpokladem, Ze okamzik zacatku rdstu je Poissontiv
bodovy proces na kladné poloose — teselace vznikld za platnosti dopliujici podminky, Ze
zarodek obsazeny v néjakém jiz rostoucim zrnu riist nezacne, se nazyva homogenni
Johnsonova-Mehlova teselace (Moller, 1992, 1995). Jeji nehomogenni variantu dostaneme,
kdyz rychlost nukleace je né¢jakou funkci (rozumi se klesajici) casu.

Nejjednodussimi Voronoiovymi teselacemi jsou teselace pravidelné, jejichz vSechny
cely jsou translacné ekvivalentni. Jsou to naptiklad dilky méfitka (1D teselace s generatory ve
sttedech dilkli), ctvercova sit’ (2D teselace s generatory ve stfedech ctverci) a kubicka
teselace (3D teselace s generatory ve stfedech krychli).

Informace obsazena v teselaci je velmi bohata, 1 kdyz tfada jejich charakteristik spolu
souvisi. Slozky hranice cel se podle své dimenze s = 0,..., d nazyvaji s-fasety, (napt. 0-faseta
je vrchol, 1-faseta je hrana a d-faseta je cela samotna). KdyZ prinik dvou sousednich s-faset
je s - faseta dimenze s’< s, nazyva se teselace regularni. Jestlize kazda s-faseta je spole¢na
(d-s+1) celam, je teselace normalni. Teselace generované nékterymi pravidelnymi bodovymi
miizkami (napf. kubickd a cCtvercova teselace) jsou regularni, avSak nikoli normalni.
V normalni tfirozmérné teselaci se ve vrcholu setkdvaji Ctyfi cely, v hrané tfi cely a ve sténé
cely dvé.

1.3 Charakteristiky konvexnich teselaci

V této praci se budeme =zabyvat pievazn€ konvexnimi teselacemi (naptiklad
Johnsonova-Mehlova teselace konvexni neni), to jest teselacemi, tvofenymi konvexnimi
polytopy (iisecky, mnohothelniky, mnohostény...) omezenymi vysSe zavedenymi s-fasetami.
Ty jsou uzavienymi ndhodnymi mnozinami, jejichz distribuce P(;) danou teselaci plné
charakterizuji. Rada charakteristik mezi sebou navzijem souvisi, a to bud’ pfimo nebo mezi
nimi existuje vysoka korelace. Pro reguldrni normalni teselace se ustalil soubor charakteristik
popisujicich vlastnosti jednotlivych cel (Lorz & Hahn, 1993; Okabe et al., 1992); lze je
rozdélit do tii skupin:

1) rozmérové — objem v, povrch s, obvod (celkovd délka hran) p, stfedni Sifka (stfedni
Feretliv primér) w v 3D; plocha v’ a obvod s’ (2D stfedni Sitka w’ = s ”/Tipro vSechny
konvexni obrazce); délka v’’ v 1D (obsah hranice s’’=2 - pocet koncovych bodu usecky).
Zde 1 jinde pouzivame konvenci podle niz jsou analogické veli¢iny charakterizujici fasety,
tj. ty pro néz k=d-s je stejné, znaceny stejnym jadrovym pismenem — napt. v oznacuje vzdy
obsah cely. Pocet ¢arek rovny 3-d, 1<d<3 charakterizuje dimenzi prostoru teselace. Podle
dimenze s-faset, ke kterym se vztahuji, jsou homogennimi funkcemi stupné¢ —s/d
méfitkovych charakteristik, napiiklad intenzity generujiciho procesu A (viz odst.4.2).
S ohledem na jejich homogenitu jsou proto jejich rozmérové charakteristiky obvykle
uvadény pro jednotkovou intenzitu A generujiciho procesu anebo, coz je totéz, pro stiedni
objem Ev=1. Zvlastnim typem rozmeérovych charakteristik jsou globalni charakteristiky
teselaci (intenzity meér) Sy=AEs/2 (stfedni celkova plocha hranic v jednotce objemu),
Lv=AEp/3 (stiedni celkova délka hran v jednotce objemu, vztah plati jen pro normalni
teselace).

2) tvarové — pocCty vrcholll, hran, ..., stén. U 3D regularnich normalnich teselaci se obvykle
uvadi pouze pocet stén ny, protoze pocet vrcholil n, = 2(n = 2) a pocet hran n, = 3(n = 2).

V 2D teselacich je n, = n! a samoziejmé n’ =2v 1D. Dalsi charakteristiky jsou dihedralni

uhly, a to ndhodny dihedralni uhel O (v kazdé cele, resp. typické cele - Stoyan et al.,
(1995) - zvolime rovnomérné nahodné jeden thel) a primérny dihedralni thel cely O.
Sttedni hodnoty EB, EO jsou velmi blizké hodnoté 2173, jejich distribuce vSak mohou byt
zcela rozdilné. V 2D teselacich je 8’ nahodny thel sevieny hranami (opét v kazdé cele



3)

volime rovnomérné¢ nahodn¢ jeden uhel), pro ©’ pak plati @’=1(1-2/n,). Kone¢né do této
skupiny patii izoperimetrické tvarové faktory (Lorz & Hahn, 1993)

N I

T s s

Tvarové faktory dosahuji maximalni hodnoty 1 pro kouli a kruh a klesaji k nule pro tenké
desky 1 dlouhé ty€inky.
ostatni charakteristiky — sem patii zejména podminéné stfedni hodnoty typu E(¢|n=N),
pravdépodobnosti P(n=N) atd. Velkd pozornost byla vénovana charakteristikam
sousedstvi, jez byly pivodné empiricky ovéfeny pro nékteré piirodni ndhodné rovinné
teselace. Podle Lewisova zdkona (Lewis, 1928, 1943) jsou stfedni plochy cel s danym
poctem hran imérné tomuto poctu a jeho 3D verze je E(vin/=N) U N. Byla uvazovéna i
moznost platnosti analogickych vztahti pro dal$i rozmérové charakteristiky, napt. Deschiiv
zakon E(s|n=N) U N. Zdkon Aboaviiv-Weaireitv (Aboav, 1970; Weaire, 1974) vyjadiuje
poznatek, ze ¢im ma cela vEtsi pocet stén, tim niz8i pocet stén maji v priméru jeji sousedé:
my U 1/N, kde my je stfedni pocet stén (v 2D hran) polytopli sousedicich s polytopem
majicim N stén (hran). Podrobnou analyzu téchto zakona podal (Chiu, 1994; Chiu, 1995);
v ni dokazal zdkon Aboaviv-Weairellv, zatimco Lewisiiv zakon nemé Zadny teoreticky
podklad a pouze v nékterych piipadech ptiblizn€ charakterizuje experimentalni data.




2 Bodové procesy

2.1 Definice
Bodovy systéem P={x,,...x,} je konecnd mnozina bodu lezicich v omezené oblasti

B O R?. Mohou to byt naptiklad referenéni body center n&jakych aktivit, o nichz jsme mluvili
vysSe. Rozmisténi bodl charakterizujicich tyz jev v riznych oblastech B nebo opakovany jev
v téze oblasti B byva zhusta podobné. Proto mé& smysl dany systém P povazovat za prinik

®(B)=®PNB oblasti B s ndhodnou uzavienou mnozinou bodit ® definovanou na néjaké vetsi

podmnozing RY, nejlépe v celém RY. KdyZ je @ lokaln& kone¢na (t.j. kone¢na v libovolné
omezené oblasti) a prostd (Z&dné dva rtizné body nekoinciduji), nazyvame ® bodovym

procesem v R% Bodovy proces miZeme charakterizovat napiiklad funkciondlem
Vi(®)=P(P(K)= [J), ktery se nazyva pravdépodobnost dutiny a je definovan na tiidé vSech

kompaktnich mnozin K 0 R“ Je to ziejmé pravdépodobnost, Ze v dané mnoziné K nelei
zadny bod procesu (Stoyan et al., 1995).

Oznacme @, bodovy proces, ktery vznikne, kdyz kazdy bod procesu ® posuneme o
vektor . Proces se nazyva stacionarni jestlize Vi (®) = Vi (®;) pro libovolné 4. Stacionarni
bodovy proces ma jedinou rozmérovou charakteristiku — intenzitu procesu A, definovanou
jako stfedni hodnota poctu bodl procesu v oblasti jednotkového obsahu.

2.2 Zakladni typy bodovych procest

vvvvvv

bodovych procestl, jsou Poissoniiv bodovy proces (PBP) a translacni bodovd mrizka L (s
nahodnou polohou pocatku, pfip. ndhodnou orientaci).

Stacionarni Poissonitv bodovy proces se obvykle definuje pozadavkem nezévislosti
distribuci bodli v disjunktnich omezenych borelovskych oblastech B; nebo pfedpisem
poissonovské distribuce poctu bodlii m v borelovské oblasti B (stfedni hodnota i variance m
jsou rovny AV 4(B), kde v,(B) je obsah oblasti B) anebo
kone¢né pomoci pravdépodobnosti dutiny Vx(®P)=exp|-
M4 K)]. Vyznam PBP vteorii i1 v rozpoznavani
bodovych procest je zcela kliCovy, plné srovnatelny
sroli normdalnitho rozd€leni v oblasti Ciselnych
nahodnych  proménnych. Je totiz  zakladnim
srovnavacim procesem a vSechny analyzy jsou vice
mén¢ zaloZeny na charakterizaci odchylek procesu
sledovaného od PBP. Realizuje pfedstavu prostorovych
déji zcela rovnomérné rozlozenych, (to znamena, ze
kazdé misto uvazovaného prostoru ma stejnou
pravdépodobnost, Ze v ném dé& probehne) a zaroven
zcela  nmezavislych. Rovnomérnost se vztahuje

k umisténi kazdého bodu jako jednotlivce, nikoliv

k celku — to je praveé realizace vzajemné nezavislosti.  Obr. 3 Prinik ®(W)=ONW jed-
Lidové tslovi ,,Granat nespadne dvakrat do jedné diry* notkové oblasti W s PBP
naproti tomu vychdzi z pfedstavy o jisté zavislosti a z intenzity A = 100.

ni plynouci pravidelnosti prostorového rozmisténi déja.



Z vyrazu pro pravdépodobnost dutiny plyne, Ze v PBP ma libovolné velka dutina nenulovou
pravdépodobnost, a tu m4, jak je uvedeno nize, 1 kazdy bodovy shluk.

Z bodovych mrizek se nejCastéji pouzivaji kubicka a ¢tvercova miizka, které se svymi
celkovymi vlastnostmi od PBP lisi pomérn€ malo (naptiklad distribuce sférickych kontaktnich
vzdalenosti jsou dosti podobné, zatimco u obdélnikovych miizek se zménou poméru
miizkovych konstant daji v Sirokych mezich ménit). M4 smysl uvazovat také mrizky
obsahujici z fyziky znamé atomové poruchy typu vakanci, multivakanci a intersticiali. Lze
pak dosédhnout zna¢né shody mezi rozlozenim vzdalenosti v PBP a porusené¢ miizce (Saxl &
Rataj, 1991).

Z libovolné¢ bodové miizky L? intenzity A, muZeme spojité piecjit k PBP dvéma
jednoduchymi postupy. Bernoulliiiv proces (BP) na miiZzce vznikne, kdyZz pravdépodobnost
realizace libovolného uzlu je p < 1. Lze dokazat, ze limitou BP pifi p — 0, A, — o pfi
zachovani pA;=A=konst. je PBP intenzity A. V Booksteinové modelu (BM) (Stoyan & Stoyan,
1992) B! = U(xk +{k), xOLY, je LY modifikovana nezavislymi identicky rozloZenymi

x, 0L,

nahodnymi posunutimi & majicimi centrované d-rozmérné normalni rozdéleni s varianci o’/
(I je jednotkova matice). Opét lim BZ je PBP intenzity A, (Rataj et al., 1993).
g — 0

Bodova miizka se vzdalenosti nejblizsich sousedli g, je ptikladem procesu s pevnym
jadrem — uvnitt koule hb(xx, 1) poloméru 0<i< g, se sttedem v bod¢ procesu x; nelezi zadny
jiny bod procesu. Naopak v PBP je pro malé v4B) pravdépodobnost existence parového
shluku P(®(B)=2 | ®(B)=z1)=Av«B)/2 > 0, tj. vlibovolném €-okoli bodu procesu neni
ptitomnost dalsiho bodu procesu vylouc¢ena. V BM vsak tuto pravdépodobnost miizeme ucinit
pro kazdé kladné € mensi nez vzdalenost nejblizSich sousedd (v ptivodni mftizce) libovolné
malou volbou dostate¢né malého 0; B je proces s quasi-pevnym jadrem.

a) b) c)
Obr. 4 Booksteinutv model na ctvercové mrizce: prinik s jednotkovou oblasti W, intenzita
A=1/a, kde a je mrizkova konstanta.
a) 0=0 (neporusena mrizka), b) 0=0.4a, c) 0=1.0a.

2.3 Shlukové procesy

Shlukové procesy ¢i shlukova bodova pole miizeme tvorit ndsledujicim postupem
(Stoyan et al., 1995). Necht’ Z je t¥ida viech kone&nych posloupnosti bodi ZO R¢. Nahodny
element Z[1Z s distribuci P(Z) je ndhodny shluk. Jeho numerické charakteristiky jsou
N =card Z (pocet bodu, zvanych obvykle dcery), jeho primér diam Z ¢i objem konvexniho
obalu vs(conv Z). Necht’ dale ®={x,, ...} je realizace libovolného vyse zavedeného bodového
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procesu intenzity A, a Z; jsou nezavislé repliky ndhodného shluku Z. Pak X = U(xk +Z k) je
i=1

shlukové pole; je ndhodnou mnozinou definovanou jako sjednoceni (union set) Poissonova

procesu na Z. Body x; (shlukova jadra, zarodky) se obvykle nazyvaji rodice. Konkrétné,

jestlize @ je PBP, shlukové pole se nazyva Booleovské ptipadné¢ Neymanovo-Scottovo.

Jestlize ®=L’, je X shlukové pole m¥izkové. Intenzita shlukovych poli je A=ENA,.

Podle typu prostorového rozmisténi dcer lze zavést napt. shluky globularni s dcerami
rozmisténymi rovnomérné nahodné v kouli RbH(0,1), sférické s dcerami rozmisténymi
rovnomérné nahodné na 0Rb(0,1), pravidelné s dcerami ve vrcholech pravidelnych polytopt
pevné ¢i ndhodné orientovanych. Podle distribuce N rozliSujeme shluky binomické — N=konst.
a poissonovské - P(N=n) = (EN)"/n! exp(-EN); globularni poissonovské shluky se nazyvaji
Matérnovy (terminologie podle Rataj & Saxl, (1997)).

a) b) c) d)
Obr. 5 Binomické shlukové procesy (prinik s jednotkovou oblasti W), N=7, A, =7:
a) pravidelné c=0.5, b) sférické c=0.5, c) globuldarni c=0.5, d) globularni c=2.0.

Limitou shlukovych poli s ndhodnymi shluky pii R — o je bud’ PBP nebo proces PBP
alespont lokalné velmi blizky. Této limitni situace je ovSem dosazeno postupné v nékolika
rozmezich velikosti shluku. Tu je vhodné vyjadfit v bezrozmérnych jednotkach ve vztahu ke
stfedni vzdalenosti p nejblizsich sousedl v procesu rodicii; u shlukd na bazi mfizky je rovna

. . . 554
nejmensi miizkové konstanté, u PBP je p =95 ve2Da p= 03i ve 3D (Stoyan et al.,

VA YA
1995; Saxl et al., 1995). Jako charakteristika velikosti shluku se pak zavadi veli¢ina c=D/p,
kde D=2R.

Uzite¢nou veli¢inou je také lokalni intenzita dcer uvnité shluku A =N/v4(Rb(0,1)).
Jestlize primérna hodnota Ay nepfevySuje intenzitu shlukového pole A=ENA,, 1ze shluky
povazovat za rozpusténé. Pro 3D odtud dostaneme kriticky rozmér ¢/ =2.3 a ¢ =1.2pro
poissonovské (P) a miizkové (L) shluky. Jiné dv€ charakteristiky velikosti shluku jsou
zalozeny na predstavé vzajemné interakce shluku. S pouzitim vztahu pro pravdépodobnost
dutiny lze urcit pravdépodobnost, ze koule priméru D se stiedem v bodu rodicovského PBP
ma neprazdny prinik s jinou takovou kouli

4 3
—fﬂpD _ 3
p1=1—e 3 =1_e(0.893c).
Podobné pravdépodobnost, ze vyse zminéna koule obsahuje stfed jiné takové koule je
_E/][7D3 ~ 3
p2:1—e 6 =1_e(0.44650).

Ziejmé p; a p jsou priblizné miry mirné a hluboké interakce shluku (Lorz & Hahn, 1993;
Saxl et al., 1996; Saxl & Kohutek 1997). S jejich pomoci mizZeme definovat tfi oblasti
velikosti shluku:
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Oblast I — oblast zanedbatelné interakce: z podminek p;<0.1 a p»<0.01 plyne 0<c<0.5.
Oblast Il — prechodova oblast. 0.5<c<4; v této oblasti lze pozorovat silnou zéavislost
charakteristik shlukového pole na rozméru shluku. Hodnota ¢’ =2.3 lezi uvnitt této
oblasti.

Oblast III — oblast dokonalého promisent shlukii: p1,p,=1, c>4; rozliSeni shlukového pole
od PBP dcer intenzity A=ENA,, je jiz velmi obtizné.

Analogicky lze odvodit ostfe ohrani¢ené oblasti u shlukli mtizkovych:
Oblast I: p;=p,=0 pro c<I.
Oblast II: 1=c<2, kriticky rozmér ¢ =1.2 lezi opét uvniti této oblasti.
Oblast III: p;=p,=1, ¢=2; opét miizkové rozmisténi shlukii je diky jejich hlubokému
promiseni jen obtizné sledovatelné.
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3 Modely teselaci

3.1 Pravidelné teselace

ProtoZze zakladni mySlenkou pfi vytvafeni teselaci je vjistém smyslu
»ekonomické™ vyplnéni prostoru, je zcela pfirozené, ze velkd pozornost byla
vénovana teselacim vice ¢i méné pravidelnym. Jiz jsme wuvedli piiklady
nejjednodussich dokonale pravidelnych teselaci — ¢tvercové a kubické. Tyto teselace
se vSak v pfirod¢ 1 v organizaci fizeni na libovolné urovni vyskytuji pouze ziidka
nebo vubec. Je tomu tak proto, Ze v pfipad¢ pravouhlych teselaci je maly objem
ohraniCen pfili§ velkou plochou. Z tohoto hlediska jsou vSak kubické a Etvercoveé
teselace jesté stale daleko vyhodnéjsi nez teselace obdélnikové nebo hranolové.
Kromé toho studium v pfirodé se vyskytujicich struktur, zvlasté pak struktur dobte
vyzihanych polykrystalti, ukazalo, Ze stfedni hodnoty dihedralnich uhli jsou obvykle
blizké 2173 a i stiedni hodnoty (prostorovych) vrcholovych thli byvaji obvykle vétsi
nez 172.

Optimalizace poméru povrchu a objemu byla zndma jiz ve starovéku a je v 2D
vyjadiena tzv. izoperimetrickou relaci, udavajici ze ze vSech obrazcti dané plochy ma
kruh nejmensi obvod. V 3D existuji izoperimetrické relace dvé€. Prvni znich je
analogii dvojrozmérného piipadu: ze vSech téles daného objemu mé koule nejmensi
povrch. Druhd z nich sd€luje, Ze z téchto téles ma koule také nejmensi stfedni Sifku.
Je proto pfirozené, Ze byla navrZzena celd tada teselaci, se zrny pfiblizujicimi se
kulovému tvaru. Klasicky je ctrnéctistén, vznikly ofezdnim vrcholii pravidelného
osmisténu (omezeny Sesti ¢tverci a osmi pravidelnymi Sestithelniky), dale pravidelny
rombicky dvanactistén a protdhly dvanactistén (omezeny ¢tyfmi Sestithelniky a osmi
ctverci). Spolu s krychli a Sestibokym hranolem (se ¢tvercovymi sténami plasté) tvofi
tzv. primarni rovnobé&Zznostény (Coxeter, 1973). Soubor tfirozmérnych teselaci,
vyhovujicich vySe zminénym pozadavkim, tvofenych mnohostény riznych tvart a
vzajemné prizpusobenych rozméri byl predlozen Williamsem (1979). Jedna se o
kombinace krychli, komolych osmistént a ¢tyfsténil 1 jinych mnohosténil s pevnymi
poméry zastoupeni ve struktuie, primérnymi dihedralnimi uhly 271v3, prostorovymi
vrcholovymi uhly vétSinou prevySujicimi U2 a s poctem hran stykajicich se v jednom
vrcholu mezi Ctyfmi a Sesti. Vyznam téchto modelti je vSak spiSe teoreticky
(Chraponski et al., 1994; Chraponski & Malinski, 1997; Cwajna et al., 1997). Lokalni
variabilita podminek, za nichz vznikaji teselace pfirozené, je totiz tak vysoka, ze
pravidelné teselace vzniknout nemohou. Praktické studie naopak ukazuji, Ze naptiklad
rozmérové distribuce zrn maji velky rozsah (v fadu 1:10 a vice pro stfedni Sitku w
(Vander Voort, 1982; Schiickher, 1968)). Podstatn¢ dilezitéjsi je proto vyzkum
nahodnych teselaci.

3.2 Nahodné teselace

3.2.1 Poissonova teselace

Vedle jiz popsanych zptisobti vzniku nahodnych teselaci z center — generatoru,
muze teselace vzniknout také ptfimou konstrukci jejich stén podle zadaného pravidla.
Nejznaméjsi je patrné feselace Poissonova nebo teselace Poissonovskymi
nadrovinami (Serra, 1982; Stoyan et al., 1995). Stény této teselace jsou vytvoieny
syst¢tmem nahodnych nadrovin R? to jest piimek vrovin¢ ¢i rovin v prostoru.
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Miuzeme ji také odvodit z tzv. Boolovského modelu usecek ¢i kruht (Saxl et al.,
1995). Boolovsky model opét vychdzi z Poissonova bodového procesu ,,zarodku
(intenzity A), do nichZ jsou nasledné umistény ,cCastice® — nezavisle identicky
rozlozené uzaviené ndhodné mnoziny. Pro generaci Poissonovy teselace tyto ¢astice
volime jako izotropni usecky délky / v 2D a izotropni kruhy plochy a v 3D. Poté
provedeme limitni pfechod A - 0 a zaroven /, a — o tak, ze A/l resp. Aa je konstantni.
Poissonova teselace neni normélni a vyznacuje se extrémné vysokou variabilitou
rozméri cel: v jednotkové teselaci je variance obsahu cel var v=12.16 a var v'=3.84
(analogické hodnoty pro PVT jsou 0.179 a 0.228).

3.2.2 Delaunayova teselace

Jinym ptikladem teselace s pfimo generovanymi sténami je teselace Delau-
nayova (Okabe et al., 1992; Stoyan et al., 1995), Gzce souvisejici s teselaci Voronoio-
vou. Ve standardni (nedegenerované) 2D
Voronoiové teselaci lezi na kruznici
opsané z libovolného vrcholu pravé tfi
generatory cel, které se vném setkavaji.
Trojuhelnik s vrcholy v téchto generato-
rech je celou Delaunayovy teselace. Cela
je obecné d-rozmérny simplex, tj. troj-
uhelnik v 2D (odtud téz Delaunayova
triangulace), Ctytstén v 3D. Delaunayova
teselace je jednodussi nez teselace Voro-
noiova a lze proto pro ni odvodit
podstatné $ir§i soubor vlastnosti (napt. pro
Voronoiovu teselaci teoreticky tvar
rozmérového rozdéleni ploch cel v 2D
resp. objemt cel v 3D jiz nejméné dvé
desitky let vzdoruje vSem pokusim o
odvozeni (Zuyev, 1992); pro Delaunayovu
teselaci je vSak znam (Rathie, 1992)). Jeji
prakticky vyznam je vSak omezeny na problémy souvisejici s teselaci Voronoiovou,
k niz je dualni (ve smyslu teorie grafii — Okabe et al., 1992).

Obr. 6 Voronoiova (tenké cary) a k ni
dudlni  Delaunayova (silné,
Carkované cary) teselace.

3.2.3 Johnsonova-Mehlova teselace

Bylo jiZ uvedeno, ze Johnsonova-Mehlova teselace neni konvexni. Jeji cely
maji zakiivené stény, s nezanedbatelnou pravdépodobnosti se vyskytuji cely omezené
pouze dvéma sténami a Spicaté vybézky cel zasahujici do cel sousednich (Mgller,
1992, 1995). Obecné jsou cely hvézdicovité konvexni vzhledem ke generatoru, to
znamena, ze generator je viditelny z kazdého bodu své cely a naopak. Johnsonova-
Mehlova teselace je oblibenym modelem pro austenitické oceli s velmi Sirokym
rozpétim velikosti zrn a vyskytem shlukd ¢i vrstev malych zrn v bezprostiednim
sousedstvi velkych zrn — totiz v prostorech, ktera tato nedokazi vyplnit (Schwertel &
Stamm, 1997). Z tohoto hlediska ma zcela mimotfadny vyznam nehomogenni
Johnsonova-Mehlova teselace. Horalek (1990) totiz na zakladé analyzy ASTM norem
pro urcovani velikosti zrna (ASTM, 1982), provedené Vander Voortem (1982)
ukdzal, Ze vzorové diagramy lze interpretovat jako fezy jediné specidlni Johnsonovy-
Mehlovy nehomogenni teselace s rychlosti nukleace nepfimo imérnou ¢asu.
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3.2.4 Indukovan¢ teselace
Kazda d-rozméma teselace 7°

prostoru  R? indukuje v libovolné

r-roving  F? teselaci 7" dimenze

T =T nF’. s-faseté pivodni
teselace odpovida v indukované tese-
laci (s+r-d)-faseta; naptiklad
v rovinném fezu 3D teselace se budou
cely jevit opét jako cely, stény jako
hrany a hrany jako vrcholy. Jestlize
(s+r-d)<0, pak s-fasety ptivodni tese-
lace v indukované teselaci nezane-
chéavaji zadné stopy. Typ indukované
teselace se jen ziidka shoduje s typem
teselace puivodni. Vyjimkou je tese-
lace Poissonovskymi nadrovinami,
naopak fezy Poissonovou-Voro-

noiovou teselaci nejsou Poissonovy- Obr.7 2D teselace indukovand Poisso-
Voronoiovy teselace (Chiu et al., novou-Voronoiovou teselaci. Je
1996) - obr.7. Piesto existuje mezi vidét, Ze se nejedna o Poisso-
pavodni a indukovanou teselaci cela novu-Voronoiovu teselaci — do
fada relaci, které jsou Siroce a Casto bunék 1, 2 a 3 nelze umistit
zcela nespravné  vyuZivany  pfi generdtory tak, aby hranice
hodnoceni rovinnych ez poly- bunék byly stejné daleko od
krystalickymi ~ materialy.  Pfipo- obou generdatorii.

menime, ze i pravidelné teselace in-

dukuji v r-rovinach teselace ndhodné.

Nahodnost se vsak vztahuje k souboru nahodn¢ zvolenych r-rovin (poloha, orientace)
a nikoliv k jednomu urcitému fezu.

3.2.4.1 Rovinna teselace indukovana prostorovou teselaci

Zakladni stereologické vztahy mezi veli¢inami 3D teselace a veli¢inami ji
indukované teselace rovinné jsou nasledujici (Underwood, 1970):
A , _ T y_ 1
A —Ev,—/le, LA—4SV, Av—zL,,
adale L', =AEs'/2, Al =2A", A/=3A",kde A a A! jsou intenzity (stfedni hodnoty
pocti na jednotkové ploSe) vrcholil a stfed hran indukované teselace, A" je intenzita
indukované teselace a L', je intenzita hran (téz mira intenzity hran: stfedni délka hran

na jednotkové plose) indukované teselace. Pocet vrcholi tedy udavd na
metalografickém fezu strukturou polykrystalu udava miru intenzity stykl tii zrn
Vv prostoru.

3.2.4.2 Carova teselace indukovana prostorovou teselaci

Zakladni vztahy jsou analogicky (Underwood, 1970)

vo kg, r-ls,
Ev 2
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kde A"=A" jsou ziejm& sob&é rovné intenzity teselace a vrcholti a O je stfedni
hodnota plochy projekce 3D cel na izotropni trs rovin.

3.2.5 Voronoiovy teselace

3.2.5.1 Poissonova-Voronoiova teselace

Voronoiova teselace generovana PBP — Poissonova-Voronoiova teselace
(PVT) plni pfi studiu teselaci Glohu, kterou ma PBP v oblasti bodovych procest. Jeji
vlastnosti jsou standardy pro kazdou klasifikaci, hypotéza ,,analyzovana teselace je
PVT* je nulovou hypotézou kazdého statistického rozboru. Mnohé jeji vlastnosti jsou
dnes znamy, bud’ na zéklad¢ teoretickych odvozeni, nebo z rozsahlych pocitacovych
simulaci zahrnujicich miliony prométfenych cel.

Obr. 8 Stereo-obrazek jedné bunky trirozmérné Poissonovy-Voronoiovy teselace
(pocet sten n/=12; pocet hran n,=30; pocet vrcholii n,=20).

Kazdému zbodovych procest
diskutovanych v kapitole 2. muizeme . .
ptitadit odpovidajici Voronoiovu teselaci, ’ ’ *
ktera snim bude ve vétSin€ piipadd
jednozna¢né svazana, tj. z dané teselace . .
lze zkonstruovat bodovy proces, kterym
byla  generovana  (vyjimkou  jsou . .
degenerované teselace). Transla¢ni bodoveé ' '
miizky generuji pravidelné teselace, ne . .
vzdy vSak vzniklé cely jsou translacné : .
ekvivalentni s celami mfizkovymi. Je tomu
tak u zékladnich pravouhlych miizek, . .
obecné¢ vSak nikoli u kosouhlych:
napiiklad kosodélnikova miizka generuje . . .

Sestitthelnikové voronoiovské cely — obr.
9. Vyrazné¢ odlisné jsou také cely
vytvoiené v okoli mfizkovych poruch.
Systematickym  vyzkumem teselaci
generovanych riznymi bodovymi procesy lze vytvofit Siroké spektrum teselaci od

Obr. 9 Rovinna Voronoiova teselace
generovana kosodélnikovou
mrizkou.
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pravidelnych, v nichz jsou vSechny cely transla¢né ekvivalentni, az po smési n¢kolika
populaci cel s vyrazné rozdilnymi distribucemi a vytvorit tak modely pro teselace
realné se vyskytujici.

3.2.5.2 Teselace generovana Booksteinovym modelem

Teselace generovana Booksteinovym modelem ma predevsim teoreticky
vyznam, lze ji vSak prakticky vyuzit pro charakterizaci materiald s velmi pravidelnym
rozlozenim zpeviujicich komponent (Berndt et al., 1996). Pro Booksteintiv model 1ze
totiz na rozdil od pfesnych modeld s pevnym jadrem teoreticky odvodit prab&hy celé
fady zakladnich veli¢in, zejména pak rozdéleni vzdalenosti riizného typu (vzdalenosti
nejbliz§ich sousedli, sférickych kontaktnich vzdalenosti a charakteristik znich
odvozenych), parové korelacni funkce aj. (Stoyan, 1990; Saxl, 1996). Booksteiniiv
model a teselace jim generovana tak vytvareji spojity a teoreticky propracovany
piechodovy ¢lanek mezi pravidelnymi miizkovymi teselacemi a PVT. Booksteinovu
teselaci s velmi malou hodnotou 0 Ize pouzit jako vhodnou aproximaci teselaci, které
nejsou normalni a proto je fadou algoritmil nelze zkonstruovat. Je vsak tfeba mit na
paméti, Ze zavislost n€kterych charakteristik cel na smérodatné odchylce kmiti 0 ma
v bodé 0=0 nespojitost: napt. stfedni pocet vrcholl cely ndhodné normalni teselace v
2D je vzdy Sest, coz pochopiteln& plati i pro B., jimZ generovana teselace pii 0=0

prechazi v teselaci ¢tvercovou.

Obr. 10 Booksteinova teselace. a) 0=0.02, b) 0=0.1, c) 0=0.5.

3.2.5.3 Teselace generované shlukovymi poli

a)
Obr. 11 Teselace generovana shlukovym polem (globuldarni shluky, N=10, A\,=10):
a) c=0.1, b) c=0.5, c) c=2.0.
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Tyto teselace pfedstavuji velmi Sirokou tfidu déleni prostoru. V prvni fadé
zavisi na volbé bodového procesu rodict, kterym mutize byt miizka, poruSend mftizka,
Booksteinliv model na idedlni ¢i poruSené¢ miizce, PBP a konecné néjaky shlukovy
proces. Dalsi stupné volnosti pfedstavuje prostorové rozmisténi bodit shluku, které
miZze do jist¢ miry imitovat rodi€ovsky proces, jako je tomu u poissonovskych
globularnich shlukd nebo u pravidelnych shluki v miizkach. Sférické shluky
kombinuji poissonovské rozmisténi rodicti v R? s poissonovskym rozmisténim dcer
na sféfe dimenze d-1 atd. Posledni hladinou modelu je rozmér shluku a typ distribuce
poctu dcer. Témto procesim byla az dosud vénovdna pomérné¢ mald pozornost,
zejména pak nebyla dostate¢né docenéna skuteCnost, Ze shlukova pole mohou
vytvaret rizné populace cel, jejichz vlastnosti a zastoupeni jsou obecné funkci vSech
vyse uvedenych parametri shlukového pole a Ze zavislosti tesela¢nich charakteristik
na parametrech pole nemuseji byt a ani nejsou monoténni (Hermann et al., 1989;
Hermann, 1991; Saxl & Kohutek, 1997).
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4 Vlastnosti Voronoiovych teselaci

Teoretické vztahy byly dosud ziskdny pouze pro nékteré charakteristiky
(stfedni hodnoty a variance) PVT v R? a také pro teselace jimi indukované (Gilbert,
1962; Miles, 1972; Brakke, 1985a,b,c; Mgller, 1989; Mecke & Muche, 1995; Muche,
1996, 1998). Vzhledem ke slozitosti téchto vysledkii neni pravdépodobné, Zze
ekvivalentni vysledky budou n&kdy =ziskdny pro slozit&jsi procesy. Ostatni
charakteristiky byly ziskany po&itatovymi simulacemi pii poétech cel od 10° do 2.10°
(King, 1966; Hinde & Miles, 1980; Quine & Watson, 1984; Brakke, 1985d; Lorz,
1992; Lorz & Hahn, 1993 aj.).

4.1 Globalni vlastnosti Poissonovy-Voronoiovy teselace

V odstavci 1.3 byly zminény nékteré globalni charakteristiky 3D teselaci, jako
Sy, Ly charakterizujici stfedni obsahy s-faset v jednotkovém objemu. Obecné miizeme
definovat veli¢inu Aus, d-k=s, jako intenzitu resp. miru intenzity (d-k)-faset v R tj.
jejich stfedni obsah v jednotkovém objemu prostoru R. Je potom napiiklad s, = Ly
a A3.; =Sy (kdyZ napiSeme napf. A, misto Az, vidime na prvni pohled, Ze se jedna o
intenzitu dvourozmérnych ploch, ale ztratime informaci v prostoru jaké dimenze se
plochy nachazeji; A, je samoziejmé vzdy rovno jedné). Pravé pro intenzity A, byl
odvozen nasledujici obecny vztah (0<k<d) (Miles, 1974; Mgller, 1989)

_ k+((d-k)/d) _
2k+1nk/2r(dk+d k+1jr(d+lj r[“d kj
_ 2 2 k/d

) (k+1)1d r(dk +2d _kj r(d HJk r(d_k”j

d—k
2 2

Ze vzorce je ziejmé, ze vSechny intenzity jsou homogennimi funkcemi jediného
parametru - intenzity A; PVT je tedy tzv. jednoparametricka teselace a A ma pii
porovnavani teselaci riznych intenzit charakter délkové jednotky.

Oznacime-li analogicky I, Ciselnou intenzitu (d-k)-faset, tj. stiedni pocet
(d-k)-faset v jednotce objemu, pak ziejmé plati

Adoi =1 Evgy (fd—k ),

kde f.r je (d-k)-faseta a vy je jeji (d-k)-rozmérna mira. V regularnich normélnich
teselacich jsou intenzity s-faset spolu navzajem svazany (viz napi. Meller (1989)) a
sta¢i znat jedinou z nich. Zvolime-li v prvnim vzorci k=d, dostaneme z n¢j Ciselnou
intenzitu vrchold A,_, =1,_,. (Ve specidlnich pfipadech 3D, 2D, 1D pouzivame
nazorn&j§i oznadeni A\, =3, A =h,, A =l1.1.) Podobné I,=A, A =1 (teselace vypliuje

cely prostor) a tedy A=1/Ev,(v,). Lze tedy vedle globalnich charakteristik typu Ay, 1,
« ur¢it s pomoci vztahu pro A, stfedni hodnoty rozmérovych charakteristik cel, jako
napftiklad jiz zavedené veli¢iny Es, Es’, Ep atd.
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4.2 Vlastnosti bunék Poissonovy-Voronoiovy teselace

Z vysledki ptedchdzejiciho odstavee plynou pro 3D PVT a ji indukované 2D a
1D teselace nasledujici vysledky (hodnoty oznacené * odhadli Lorz & Hahn (1993):

veli¢ina ¢ |stiedni hodnota E ¢ |variance var e
v A 0.1790 A
s 5.8209 A2 2.1915 A3
p 17.4956 A7 13.6179 A ??
w 1.4580 A3 * 0.030 A2
ny 15.5355 11.1246
) * 2,068 * 0.179
f * 0.579 *0.006
g *(.728 *0.003
v’ 0.6859 A2 0.2270 A*?
s’ 3.1357 A1 1.4773 N3
ne’ 6 2.8627
o *2.000 *0.350
Vi *0.706 *0.021
v’ 0.687 A7 0.160 A2

Dihedralni uhel 0, tak jak byl definovan, ponékud zvyhodiuje uhly cel
s men$im poc¢tem hran, které jsou mensi — proto hodnota EB je o néco nizsi nez 2103.
Stfedni hodnota dihedralniho thlu pfi jeho rovnomérném vybéru je 21U3 a variance je
nizsi: 0.1733 (Muche, 1998).

Rozmérové charakteristiky cel jsou velmi silné korelovany (Lorz & Hahn,
1993). Korela¢ni koeficienty mezi v, p, s a w se pohybuji mezi 0.925 a 0.987, pouze
koeficient korelace mezi w a p je 0.898. Naproti tomu korelace rozmérovych a
tvarovych veli¢in jsou podstatné slabsi, nejméné zavislé jsou pochopitelné¢ hodnoty
0, kde koeficienty korelace se pohybuji kolem hodnoty 0.2 se vSemi ostatnimi
veli¢inami. Pomérné vysokd je také korelace mezi objemem a pocltem stén —
intuitivné predpokladame, Ze velké cely maji hodné stén (to je v odst. 1.3 zminény
Lewistiv zdkon, jehoz exaktni a dokazatelnou formulaci se zatim nepodatilo nalézt).
Ze simulaci jsou znamy také distribuce jednotlivych veli¢in. Témét symetrické funkce
hustoty pravdépodobnosti maji w a np Ostatni rozmérové charakteristiky maji
pozitivni Sikmost (tj. modus lezi vlevo od stfedni hodnoty), ostatni tvarové
charakteristiky maji Sikmost negativni. VSechna rozdéleni 3D PVT jsou unimodalni.
Pro objem cel v 2D navrhli Hinde & Miles (1980) zobecnéné y rozdéleni typu

qjr
=

s parametry q=3.383, r=1.053, b=3.337. S vhodné¢ pozménénymi parametry je
pouzitelné i pro 3D.

Distribuce charakteristik indukované teselace maji nésledujici vlastnosti:
unimodalni jsou pouze n. a p’ a ©°, prvni dvé s pozitivni Sikmosti. Rozdéleni s’ a f’
jsou bimodalni, s’ ma vyrazny modus blizko nuly. Vysoka korelace (0.941) je pouze
mezis'ap’.

a’! exp(— bx’)




4.3 Vlastnosti Voronoiovych teselaci shlukovych poli a jinych
bodovych procesi

Vysledky pro teselace generované 3D shlukovymi poli jsou nepocetné a

zejména nesystematické. Podrobnd méfeni celého Sirokého souboru vlastnosti
provedli Lorz & Hahn (1993) a van de Weygaert (1994) pro globularni Poissonovy
shluky s EN=5, ¢=0.991, 1.478 (Lorz & Hahn) a ¢=1.447 (van de Weygaert) a déle
pro EN=20 a ¢=1.478 (Lorz & Hahn). Z vysledkti odstavce 2.3 vyplyva, ze se ve
vSech ptipadech jedna o méieni v oblasti II. Pon€kud Sirsi soubor shlukovych procesu
studoval Lorz (1990) pro EN=2 a ¢=0.8, 1.28, 2.56; EN=5 a ¢=0.8; EN=10 a ¢=0.8,
1.52, 3.0; EN=20 ¢=0.8, 1.52, 3.0. Bohuzel se vSak omezil pouze na 2D indukované
teselace, vnichz sledoval jen plochu cel a jeji distribuci. Vzhledem ke slozité
zavislosti charakteristik na parametrech EN a ¢ nejsou ziskané vysledky jednozna¢né
interpretovatelné. Piesto z nich 1ze vydedukovat alespon nésledujici zavéry: variance
rozmérovych veli¢in rostou s EN a klesaji s rostoucim c. Oba tvarové faktory jsou
pon€kud niz8i nez u PVT. Stiedni pocet stén n, je ponckud nizsi, zeyména vSak ma
dihedralniho whlu se objevuje bimodalita v blizkosti TT a modus rozmérovych
charakteristik se posouva smérem k niz§im hodnotam, nejsilnéji u objemu cel.
& Saxl (1993), Saxl & Kohutek (1997) a Saxl et al. (1996). V nich zavedli tfi oblasti
velikosti shluki popsané v odstavci 2.3 a zjistili zakladni zdkonitosti zavislosti
momentl rozmérovych charakteristik cel na EN a ¢ v€etné odchylek od monoténniho
prubéhu.

Dosavadni vysledky v oblasti procesii s pevnym jadrem jsou také znacné
omezené. Lorz (1990) sledoval opét pouze rovinné indukované teselace a zjistil,
systematicky pokles varianci ploch cel srostoucim stupném uspotadani.
V podrobnégjsi studii (Lorz & Hahn, 1993) je sledovana pouze jedina teselace
generovana procesem s pevnym jadrem. Podstatny pokles varianci ve srovnani s PVT
byl zaznamenan u vSech veli¢in (i vrovinné indukované teselaci) a zaroven byl
zjistén vyrazny vzrist tvarovych faktori a nepatrny vzrist stfedni hodnoty EO na
hodnotu 2.080. U vSech distribuci také doslo ke ziiZzeni rozsahu pozorovanych hodnot
a velmi vyraznému zvySeni hodnot funkci hustoty pravdépodobnosti v modech.
Vyrazn€¢ bimodalni rozdéleni maji jediné plochy cel indukované teselace (opét
s druhym modem v blizkosti pocatku). Podobné vysledky byly ziskany i v praci
(Ponizil & Saxl, 1996) na souboru teselaci generovanych Booksteinovym modelem na
kubické miizi Bj se 0=0.005,..,10.0; zavislosti nékterych veli€in, zejména Ew, na

0 opét nebyly monotdnni.

4.4 Praktické vyuziti Voronoiovych teselaci

Aplikace Voronoiovych teselaci miizeme nalézt v mnoha oborech. Fischer &
Koch (1973) je pouzili pfi popisu soutéZeni mezi plodinami a plevelem v zemédélstvi.
S teselacemi se Casto mizeme setkat v kosmologii pii studiu prostorového rozlozeni
galaxii (Matsuda & Shima, 1984; Van de Weygaert, 1994) a v astrofyzice pfi
sledovani distribuce hmotnosti pfi kondenzaci oblakli mezihvézdného plynu (King,
1966). V bunécné biologii pocitacové modeloval Honda (1983) pomoci teselaci
geometrické charakteristiky bunék v tkanich a dosahl dobrého souladu pii popisu
bun¢k v pokozce savcl (Honda et al., 1979). V metalografii srovnaval 2D a 3D
charakteristiky zrn kovl a cel Voronoiovych teselaci Boots (1987). Stoyan & Stoyan
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(1980) pouzili Voronoiovy teselace v geologii pii vysvétleni vzniku sloupovych
struktur v ¢edi¢i a Gilbert (1962) pro popis rozmisténi zrn krystalii v prostoru. Ve
fyzice je mozné setkat se s Voronoiovymi teselacemi pii vyzkumu struktury kapalin
(Ogawa & Tanemura, 1974; Finney, 1970). Huang et al. (1998) pouzil Voronoiovy
teselace pro popis experimentdlné ziskanych tvarid sférolith v polypropylenu a
pocitacovou simulaci jejich rustu.

Dosud podané piiklady vesmées bud’ analyzuji bodové systémy a Voronoiovy
teselace jsou jen jejich nazornéjsi reprezentaci, nebo hodnoti rozdily mezi néjakou
realnou teselaci a Voronoiovou teselaci vytvofenou vhodné vybranymi generéatory
vSak vyskytuji 1 aplikace zcela jiné povahy. Zahrnuji totiz interakci mezi teselaci a
bodovym systémem, tedy jakousi zpétnou vazbu. Teselace generovana vychozim
bodovym systémem je pouze nultou variantou, jejiz charakteristiky se postupné
zlepsuji ¢i reguluji naslednym posuvem generatorti. Modely tohoto typu se nazyvaji
prostorove casové. Také v Johnsonové-Mehlové teselaci je jednoduchd zpétna vazba
skryta v podmince, Ze zarodek generovany uvnitf jiz rostouci cely zanikd; zadna
z charakteristik teselace se vSak na tomto rozhodnuti nepodili.

Prvni model prostorové ¢asového typu se vyskytuje v praci Hotellinga (1929)
»tabilita v soutézeni® (rozumi se ekonomickém). V ni i v fadé naslednych aplikaci je

feSen problém pfemistovani bodld — n=2

provozoven n firem na dané konecné ! oo I
oblasti. Ztejme se kazda firma snazi najit co

nejvetsi zonu vlivu, tedy Voronoiovu celu =4

V(x;). Globalni rovnovahy je dosazeno, kdyz
zadnd firma jiz dal$im  posunutim
provozovny nemize svou oblast zvétsit. n=5
Reseni pro 1D (napf. provozovny kolem
silnice) podali Eaton & Lipsey (1975) a
ukdzali, ze Castd optimalni konfigurace jsou —ee——— o6+ oo
provozovny tésné¢ u sebe — obr 12. Bez
znalosti tohoto vysledku se mozna divime,
pro¢ benzinové pumpy riznych firem jsou H—®¢———@¢—F——¢———@e—

takwca}gitf) velmi blizko sebe. Podstatné Obr.12 Globélni rownoviznd konfigu-

race n firem na omezeném
jednorozmérném  trhu  (pro
n=3 rovnovazné reSeni ne-
existuje, pro n26 je jich neko-
necné mnoho, dvé extréemni
Jjsou ukdzana (Eaton & Lipsey,
1975)).

napi. Okabe & Aoyagi (1991); nicméné
bylo alesponn prokdzano, Ze moznost
dosazeni rovnovazného stavu zavisi kriticky
na poctu generatort (firem) i na tvaru
obsluhované oblasti.

Regulovatelné¢ modely (adjustment
models) — Hasegawa & Tanemura (1980)
uspofadani jedincii zivociSnych druhti na zéklad¢ jistych jejich zékladnich vlastnosti.
Snaha o ziskdni maximalniho prostoru mize byt doplnéna usilim o ziskéani
(napt. rozdéleni napéjecich mist u feky) je feSitelny i analyticky, 2D situace pouze
simulacemi; zd4 se vSak, ze rovnovéha je dosazitelna.

Dvoudruhové modely (two-species models) fesi podstatné komplikované;si
situace, jako je prostorové rozmisténi dravce a koftisti ¢i kulturnich rostlin a plevele
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(Hamilton, 1971; Fischer & Miles, 1973; Cruz-Orive, 1979). U ZzZivocichi je
vysledkem vytvareni shluka kofisti (stada dobytka, hejna ryb — pfi tom hybnou silou
nemusi byt spole¢na obrana, ale zvySeni moZnosti vybéru dravce a tedy snizeni
nebezpeci ,,sobeckého* jedince), u rostlin vznikne quasi-regularni teselace
odpovidajici pravidelnému vysevu plodiny, do niZ poissonovsky rozsev plevele zanasi
poruchy ,,intersticialniho* typu.

Uvedené priklady jsou zalozeny pouze na velikosti cel resp. elementarnim
chovani jedincl. Teselace maji vSak Siroké vyziti i pfi optimalizaci rozmisténi
nejriznéjSich center obsluhy (poStovni schranky, ufadovny, knihovny, Skoly) ¢i pii
optimalizaci tras (dopravni prostfedky, pojizdné prodejny) s ohledem na vytizenost i
snadnou dostupnost pro spotiebitele. Obsahly piehled literatury je v knize Okabe et
al. (1992).
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5 Konstrukce Voronoiovych teselaci a vybéra z nich

V této kapitole budou popsany metody konstrukce Voronoiovych teselaci a
jejich prinikl se zvolenymi kone¢nymi oblastmi v ptipadech, kdy predpokladame, ze
bodovy proces generatort je definovan v celém prostoru R?. Soustiedime se hlavné
na konstrukci Voronoiovych teselaci vroviné a v zavéru postup rozsifime na
vicerozmérny piipad.

Pti dalsich uivahach budeme ptedpokladat splnéni nésledujicich ptredpokladu:

¢ Numerické vypocty jsou piesné (neuvazujeme omezeni dana konecnou délkou
reprezentace realnych ¢isel v pocitaci)

¢ 7adné &tyfi generujici body neleZi na spolené kruznici

Nejjednodussi (ptfirozend) metoda konstrukce Voronoiovy teselace vychazi

pfimo z jeji definice (Rhynsburger, 1973).

1) M¢jme n generatort P=(x;,x2,...,Xp).

2) Pro kazdé i takové, Ze i=1,2,...,n, vytvofime n-1 polorovin H(x;xj), 1 <j<n,j#i.
3) Prnikem polorovin H(x;x;), 1 <j<n,j#i je bunka teselace M(x;).

Pfirozena metoda je intuitivni, ale neni vhodna pro algoritmizaci. Pocet
polorovin a tedy i &as vypoltu roste s n”> a navic vypodet priniku velkého po&tu
polorovin neni trividlni zaleZitost. Proto se tato metoda v praxi nepouZziva a prednost
se dava metoddm rychlej$im a algoritmicky jednodussim.

5.1 Inkrementalni algoritmus

Tento algoritmus patii mezi nejpouzivanéjsi pro svou jednoduchost a casovou
nenaro¢nost vypoctu (Ohya et al., 1984). Budeme se jim zabyvat nejdikladnéji,
protoze je pouzit v naSich programech pro konstrukci teselaci.

Obr. 13 Inkrementalni algoritmus
a) do teselace byl pridan novy generator (¢.5),

b) teselace po prirazeni cely generatoru ¢.5.

Metoda zacind svelmi jednoduchou Voronoiovou teselaci vytvorenou
nekolika malo generdtory (vétSinou tiemi ve 2D a Etyfmi ve 3D piipad€). Tato
teselace se pak postupné modifikuje ptidavanim dalSich generdtord. Hlavni Cast
algoritmu tedy spociva v transformaci teselace z/-1 na / generatori pro kazdé
[=4,5,...,n. Postup je ilustrovan na obr. 13. Na obrazku 13a) je zachycena teselace, do
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niz byl pfidan dalsi generator (bod 5). Je tfeba nalézt vSechny vrcholy, ke kterym ma
tento novy generator mensi vzdalenost, nez jejich generatory. Na obrazku 13a) jsou to
vrcholy A a B. Vrchol A je definovan generatory 1, 3 a 4; vrchol B pak generatory 1,
2 a 3. Tyto nalezené vrcholy budou novym generatorem odstranény. Existovat
pfestane i hrana spojujici odstranéné vrcholy. Na hrandch spojujicich odstranéné
vrcholy se sousedy, ktefi jsou v mozaice ponechani naopak vzniknou nové vrcholy.
Na obrazku 13a) bude odstranéna hrana mezi bunikami 1 a 3. Na hran¢ mezi buikami
1 a 4 vznikne novy vrchol (oznaceny pismenem a), ktery bude mit stejnou vzdalenost
ke generdtorim 1, 4 a 5. Podobn¢ vzniknou i nové vrcholy b, ¢, d. Nova teselace s /
bunikami je na obrdzku 13b).

5.2 Délici algoritmus
Tento algoritmus (v anglictiné zvany ,divide-and-conquer”) vychazi
zmySlenky, kterd je zakladem mnoha efektivnich algoritm@. Princip spociva
v rekurzivnim dé€leni problému na mensi snadnéji feSitelné Casti. V tomto pfipade se
vyuziva toho, Ze sestrojit teselaci pro trojici generatort je trividlni problém (teselaci
tvofi osy stran trojuhelnika, jehoz vrcholy lezi v generatorech). Postup feSeni je
nasledujici (Shamos & Hoey, 1975; Guibas & Stolfi, 1985):
1) Generatory P=(xi,xz,...,X,) usporadejme podle rostouci soufadnice x.
2) Je-li n<3 sestrojme teselaci z dvou nebo tii generdtord a pokracujme bodem 4); je-
li n>3 pokra¢ujme bodem 3).
3) Necht ¢ celd Cast n/2. Rozdélme P na P, =(xi,...,.x;) @ Pr=(xs1,...,X,). Ob¢ teselace
feSme oddélené od bodu 2).
4) Spojme teselace generované P, a Pg. Pfi spojovani dil¢ich teselaci vyuzivame
skute¢nosti, ze noveé vzniklé vrcholy (na hranici mezi teselacemi) lezi na hranach
jdoucich z né€jakého uzlu do nekonecna.

5.3 ,,Plane sweep* algoritmus

Metoda pohyblivé pfimky (line sweep method) je obecna metoda pouzivana
pfi feSeni rovinnych problémi. Metoda spociva v pouziti (podle konvence vertikalni)
pfimky, kterou posouvame horizontalné po rovin€. Pohybujici se pfimka postupné
zasahuje jeden po druhém objekty lezici vrovin€. Vzdy kdyz dojde k takovéto
udalosti, je vyfesen dil¢i problém na pfimce (Preparata & Shamos, 1985).

Jednoduché aplikaci metody pii konstrukci teselaci brani skutecnost, ze
pohybliva pfimka musi pfi konstrukci vrcholll a hran vzit v Givahu i generatory, které
lezi pted ni. Tento problém se fesi transformaci soufadnic generatoru, kterd vSak vede
k tomu, Ze hrany teselace jsou ¢astmi hyperbol. ProtoZe je tato metoda implementacné
naro¢nd, pouziva se jen ziidka.

5.4 Algoritmy pro vicerozmérné teselace

Konstrukce Voronoiovych teselaci ve tii a vicerozmérném prostoru je vyrazné
slozitéjsi jak algoritmicky, tak i s ohledem na cCasovou néro¢nost. Bylo dokazano
(Klee, 1980), Ze ¢asova naro¢nost na rozdil od rovinného pripadu nemtize byt linearné
zavisla na po&tu generatort 7, ale byva horsi nez n°.

Pro konstrukci tfirozmérnych teselaci se zpravidla pouziva inkrementalni
algoritmus (Bowyer, 1981).

Je-li dimenze prostoru >3, lze pouzit algoritmus zaloZzeny na transformaci
z d-rozmérného prostoru se soufadniceni generatoru p~=(x;, Xp,..., Xig) do
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(d+1)-rozmémého  prostoru  se  soufadnicemi  generdtoru  definovanymi
Di =\ Xy seren Xy X+ X +...+xi,). Generatory pak lezi na parabolické nadploge,
pro kterou existuji velmi efektivni algoritmy pro nalezeni (d+1)-tic bodt definujicich
vrcholy teselace (Brown, 1979).

5.5 Konstrukce vybéri z neomezenych teselaci, korekce na okrajové
jevy

PBP je ergodicky, proto charakteristiky cel budou stejné pro cely z jedné velké
Poissonovy-Voronoiovy teselace i pro ,.typické“ cely vybrané z riznych realizaci
teselace. Existuyji tedy dv€é moznosti —
vygenerovat velké mnozstvi generatorii v oblasti
B, zkonstruovat Voronoiovu teselaci a zméfit
charakteristiky vSech jejich cel. S timto pfistupem
jsou vsak spojeny dvé komplikace. Bez ohledu na

to, kolik cel bude tvorit teselaci, musime odstranit ) )
okrajové cely (cely, jejichz tvar je ovlivnén X, b
blizkosti okraje). Poloha kazdého vrcholu )

mozaiky je urena polohou jeho tii (ve 2D) - M

generatori (v obrazku 14 lezi tyto generatory na
kruznicich opsanych vrcholim v,, v, a v;). Aby
mohl byt vrchol ovlivnén dal§im generatorem
(lezicim mimo oblast B), musel by tento byt blizsi
nez generatory. Z obrazku 14 je patrné, ze vrchol  Opr. 14 Urceni okrajovych cel.
va je okrajovy - mohl by byt ovlivnén

generatorem, ktery by lezel ve vystinované kruhové useci. Vrcholy v, a v, nemohou
byt ovlivnény zddnym generdtorem lezicim mimo oblast B. Kazda cela, kterd ma
aspon jeden vrchol okrajovy je okrajovd a nesmi byt zapocitana. Na prvni pohled je
vysledek paradoxni protoZe cela vytvofend generatorem x, je okrajova i kdyz je dal
od okraje nez cela x, kterd je vnitini. Tento zplisob nemusi byt nestranny protoZe by
mohl pfednostné vyfazovat vétsi nebo protahlé cely.Vybér cel pro dalsi zpracovani se
proto provadi tak, Ze se vyberou vSechny okrajové generatory (generatory, jejichZz
cela mé asponi jeden vrchol okrajovy) a stanovime vzdalenost téchto generatorti od
hranice oblasti B. Sitka ochranného okraje je maximum z t&chto vzdalenosti. Jako
okrajem neovlivnéné pak bereme cely, jejichz generatory nelezi v ochranném okraji.

Druhou komplikaci pfi pouziti velkych teselaci je skuteCnost, ze
charakteristiky sousednich bun¢k nejsou nezavislé (napt. Aboaviv-Weairetiv zakon,
Lewistiv zdkon — odst. 1.3). Proto musi byt pocet bun¢k dostate¢né velky.

Druhou moznosti je konstrukce jednotlivych typickych cel. Pfi tomto zptsobu
se nejCastéji voli generator typické cely vpocatku a ostatni generatory jsou
rozmistény ndhodné kolem pocatku. Tato metoda neni zatizena problémy s okrajem,
na druhé strané je pro konstrukci jedné cely tfeba uvazovat polohu n¢kolika desitek
sousednich generatort a proto je konstrukce pomala.
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7 Dodatky

7.1 Seznam vybranych symboli

b(xx, 1)
B
Bd

koule jednotkového poloméru se stiedem v bod¢ x;
omezena oblast R?
d-rozmérny Booksteinliv model

charakteristika velikosti shluku (v jednotkach stfedni vzdalenosti
nejblizsich sousedll v procesu rodici)

pramér koule (uvnitf niZ nebo na jejimz povrchu je generovan shluk
- viz str. 11)

poloprostor ohrani¢eny nadrovinou symetrie bodl x;, x;, ktery

obsahuje bod x;
tvarové faktory cel: f/=6v/rw’ (3D), f'=4T0/s (2D)
distribucni funkce
tvarovy faktor cely: g=6TrU %5 (3D)
jednotkova matice
Ciselnd intenzita (d-k)-faset v jednotce objemu
d-rozmérna bodova miizka
intenzita hran indukované 2D teselace (stfedni délka hran na
jednotkové plose)
intenzita hran 3D teselace (stfedni délka hran v jednotce objemu)
pocet hran 3D (2D) cely

pocet stén 3D cely
pocet vrchola 3D (2D) cely

obvod 3D cely, pravdépodobnost realizace uzlu Bernouliova
procesu

bodovy systém (mnozina generatoru teselace)

pravdépodobnost

koule poloméru 7 se sttedem v bod¢ x;

polomér koule (uvnitf niZ nebo na jejimz povrchu je generovan
shluk - viz str. 11)

d-rozmérny eukleidovsky prostor

povrch 3D (obvod 2D) cely

stiedni plocha hranic cel (zrn) v jednotce objemu

cas

objem 3D (plocha 2D) cely

cela Voronoiovy teselace

pravdépodobnost existence dutiny K v bodovém procesu ®

sttedni Sifka (stfedni Ferettiv primér) cely

omezena oblast R (pozorovaci okénko)

generator cely V; (x;J P)

hranice mnoziny K (napt. 0b(0,1) je jednotkova sféra se stiedem v
pocatku)

nahodny dihedralni thel v 3D (thel hran v 2D) cele

pramérny dihedralni uhel cely

intenzita bodového procesu (stiedni pocet bodil v jednotce objemu)
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4
va(K)
&

intenzita rodicovského procesu

d-rozmérny obsah mnoziny K

vektor nahodného posunuti bodu bodového procesu (s nulovou
stfedni hodnotou a varianci 6°7)

sttedni vzdalenost nejblizSich sousedl bodového procesu

sféricka kontaktni vzdalenost, stfedni hodnota plochy projekce

3D ce

I na izotropni trs rovin, smérodatna odchylka nahodnych

posunuti &
bodovy proces v R?

7.2 Casto pouZivané pojmy

bodovy proces

uzli bodové mrizky .

Bernoulliny

Booksteiniy

s pevaym jadrem ....

shlukovy .....

Booleovsky .........

mrizkovy

posloupnost bodis v RY, ktera je prostd (4dné dva body
nekoinciduji) a ma kone¢ny prinik s libovolnou omezenou
oblasti B 7 R?

pravidelna (zpravidla kubicka nebo ¢tvercova) miizka bodi

na bodové mfizce - nezavisla identicky rozlozend pravdepo-
dobnost realizace kazdého uzluje p < 1

na bodové miizce (Booksteintiv model na bodové miizce) -
uzly jsou vychyleny nezavislymi identicky rozlozenymi
nahodnymi posunutimi & majicimi centrované d-rozmérné
normalni rozdéleni s varianci g/

(model s pevnym jadrem) - vzdéalenost sousednich bodl je
zdola omezena

do kazdého bodu vychoziho (rodi¢ovského) pole je umisténa
kone¢na omezena ndhodnd bodova mnozina - shluk "dcer"
bodovy proces rodicli je Poissoniiv bodovy proces a shluky
jsou nezavislé identicky rozlozené

bodovy proces rodicti je bodova miizka, shluky zpravidla
nezavislé identicky rozlozené

staciondrni Poissoniv definovan na celém R? , podet bodii v libovolnych

binomicky ...
globularni ...
Matérniiv.....

poissonovsky .........

pravidelny ...

sfericky........

teselace ...........

indukovana

disjunktnich podoblastech je vzdjemn€ nezavisly (limitni
piipad rovnomérné ndhodného rozmisténi bodi v konecné
oblasti, napt. d-rozmérné kouli s D — ) - pfesné viz str.5
slozky hranice cel dimenze s = 0,..., d jsou s-fasety, (napft. O-
faseta je vrchol, 1-faseta je hrana a d-faseta je cela samotna).
konec¢nd, obvykle ndhodnd mnozina bodi (dcer)

pocet dcer ve shluku je pevny

dcery jsou rozmistény rovnomérné ndhodné v kouli

globularni poissonovské

pocet dcer ve shluku je dan Poissonovym rozdélenim

dcery jsou ve vrcholech pravidelnych polytopli pevné c¢i
nahodné orientovanych

dcery jsou rozmistény rovnoméerné nahodné na povrchu koule

rozdéleni prostoru na systém disjunktnich cel
teselace vznikla fezem d-rozmérné teselace r-rovinou
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homogenni Johnsonova Mehlova okamzik zacatku rlstu je Poissonliv bodovy
proces na kladné poloose (za platnosti doplitujici podminky,
ze zérodek obsazeny v néjakém jiz rostoucim zrnu ruast

nezacne)

konvexni ................. teselace, tvofend konvexnimi polytopy (napf. Johnsonova-
Mehlova teselace konvexni neni)

neuplnd .................. stadium rastového modelu, kdy cely jesté nevypliuji cely
prostor

normalni ................. kazdd s-faseta je spolecnd (d-s+1) celam (d je dimenze
teselace)

pravidelnd .............. vSechny cely jsou translacné ekvivalentni

regularni................. prinik dvou sousednich s-faset je s - faseta dimenze s '< s

Voronoiova.............. viz str. 6, zacatek odst. 1.2

, x 0 P) pro libovolné x, R,

vzddlenost sféricka kontaktni o = min(“x - X,
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